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Desigualdad de Young. Sean p,q humeros reales positivos tales que

1 1 -
—+ a =1, entonces para todos a,b € R} se verifica que:
aP bd
ab< —+ —
p q

Y la igualdad se da si, y soélo si, aP = b4.
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Desigualdad de Young. Sean p,q humeros reales positivos tales que

1 1 -
5 + a =1, entonces para todos a,b € R} se verifica que:

Y la igualdad se da si, y soélo si, aP = b4.
Demostracion. Consideremos la funcion ¢ : Ry — R dada por
p q
p(a)= % + % —ab. Se prueba facilmente que ¢’(a) =0 < a= b% y que en

dicho punto la funcién ¢ tiene un minimo absoluto estricto que es igual a 0.
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Desigualdad de Young. Sean p,q humeros reales positivos tales que

1 1 -
—+ a =1, entonces para todos a,b € R} se verifica que:
aP bd
ab< —+ —
p q

Y la igualdad se da si, y soélo si, aP = b4.

Demostracion. Consideremos la funcion ¢ : Ry — R dada por

p(a)= % + bq—q —ab. Se prueba facilmente que ¢’(a) =0 < a= b% y que en
dicho punto la funcién ¢ tiene un minimo absoluto estricto que es igual a 0.
Dado un namero real p > 1, definimos su exponente conjugado g <R™ por

la igualdad 1 + 1 =1.
p q
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Desigualdad de Holder. Sean p,qeR™ tales que %"-% 1,

entonces para todo N e N y para todos ay, b e R§ (1 <k <N), se

verifica que:
1 1
N N p N q
K=1

k=1 k=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos los ay o todos los by son nulos,
o sihay un A >0 tal que af = Ab. paral <k <N.
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. 1
Desigualdad de Holder. Sean p,qeR™ tales que B + 1
<N), se

1
q
entonces para todo N €Ny para todos ax, bk e RY (1 <k

verifica que:
1 1
N N P/ N q
Zakbk<<2a|’2> <Z bE)
K=1 K=1 K=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos los ay o todos los by son nulos,
o sihay un A >0 tal que af = Ab. paral <k <N.

1 1
Demostracién. Pongamos A = (ZD::L aE) ", B= (ZE:l bg)q Ly
supongamos que A >0y B > 0 porque en otro caso no hay nada que
probar.
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. 1
Desigualdad de Holder. Sean p,qeR™ tales que B + 1
<N), se

1
q
entonces para todo N €Ny para todos ax, bk e RY (1 <k

verifica que:
1 1
N N p N q
K=1

k=1 k=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos los ay o todos los by son nulos,
o sihay un A >0 tal que af = Ab. paral <k <N.

1 1
Demostracién. Pongamos A = (ZD::L aE) ", B= (ZE:l bg)q Ly
supongamos que A >0y B > 0 porque en otro caso no hay nada que

probar.

Aplicando la desigualdad de Young a los nimeros %k y %k para

k=1,2,...,N, y sumando las desigualdades obtenidas se obtiene la
desigualdad del enunciado.
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. 1
Desigualdad de Holder. Sean p,qeR™ tales que B + 1
<N), se

1
q
entonces para todo N €Ny para todos ax, bk e RY (1 <k

verifica que:
1 1
N N p N q
K=1

k=1 k=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos los ay o todos los by son nulos,
o sihay un A >0 tal que af = Ab. paral <k <N.

1 1
Demostracién. Pongamos A = (ZD::L aE) ", B= (z{:‘:l bE)q Ly
supongamos que A >0y B > 0 porque en otro caso no hay nada que

probar.

Aplicando la desigualdad de Young a los nimeros %k y %k para

k=1,2,...,N, y sumando las desigualdades obtenidas se obtiene la
desigualdad del enunciado.
La igualdad se da si, y sélo si, todas las N desigualdades son

igualdades, es decir cuando a = Abl, donde A = 4%. ]
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Desigualdad de Minkowski. Para todos p > 1, NeNvy ay,by eRy, 1<k <N, se

verifica que:
1 1 1
N P N P N P
(z(ak-l—bk)p) < (Z«‘af) +( bE) @
k=1 k=1 k=1

Y laigualdad se da si, y sélo si, todos los ax o todos los by son nulos, o sihay un A >0
tal que ay = Aby paral <k <N.
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Desigualdad de Minkowski. Para todos p > 1, NeNvy ay,by eRy, 1<k <N, se

verifica que:
1 1 1
N P N P N P
(z(ak-l—bk)p) < (Z«‘af) +( bE) @
k=1 k=1 k=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos los ax o todos los by son nulos, o sihay un A >0
tal que ay = Aby paral <k <N.

Demostracion. Supongamos que no todos los ay o todos los by son nulos, y sea g el
exponente conjugado de p. Tenemos que:

N N N
Y (a+b)? = Y ac(@a+b)Pt+ Y be(ak+b)P Tt <
k=1 k=1 k=1

(aplicando la desigualdad de Hoélder a cada suma, teniendoegria
queq(p — 1) = p y sacando factor comun)

NP /N \P) /N q
((Z‘ﬁ) +< bE) ) <Z(ak+bk)p>
=) =) =)

N
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Desigualdad de Minkowski. Para todos p > 1, NeNvy ay,by eRy, 1<k <N, se

verifica que:
1 1 1
N P N P N P
(z(ak-l—bk)p) < (Z«‘af) +( bE) @
k=1 k=1 k=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos los ax o todos los by son nulos, o sihay un A >0
tal que ay = Aby paral <k <N.

Demostracion. Supongamos que no todos los ay o todos los by son nulos, y sea g el
exponente conjugado de p. Tenemos que:

N N N
Y (a+b)? = Y ac(@a+b)Pt+ Y be(ak+b)P Tt <
k=1 k=1 k=1

(aplicando la desigualdad de Hoélder a cada suma, teniendoegria
queq(p — 1) = p y sacando factor comun)

NP /N \P) /N q
((Z‘ﬁ) +< bE) ) <Z(ak+bk)p>
=) =) =)

De donde se sigue la desigualdad del enunciado.

N
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Desigualdad de Minkowski. Para todos p > 1, NeNvy ay,by eRy, 1<k <N, se

verifica que:
1 1 1
N P N P N P
(z(ak-l—bk)p) < (Z«‘af) +( bE) @
k=1 k=1 k=1

Y la igualdad se da si, y sélo si, todos los ax o todos los by son nulos, o sihay un A >0
tal que ay = Aby paral <k <N.

Demostracion. Supongamos que no todos los ay o todos los by son nulos, y sea g el
exponente conjugado de p. Tenemos que:

N N

N
Y (a+b)? = Y ac(@a+b)Pt+ Y be(ak+b)P Tt <
k=1 k=1 k=1

(aplicando la desigualdad de Hoélder a cada suma, teniendoegria
queq(p — 1) = p y sacando factor comun)

((kglaﬁf ; (kﬁlbgf) (3 ornr)

De donde se sigue la desigualdad del enunciado.

La igualdad se da si, y sélo si, se da la igualdad en las dos desigualdades de Holder
gque hemos aplicado, es decir, cuando a‘k’ =a(ax+by)Py bE = B(ax +bg)P, para
1<k<N,cona>0yf>0,loque equivale aque ax = Aby paral <k <N, con
A>0. ]
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Normas en KN

Para cada p > 1y para x = (x(1),x(2),...,x(N))eKN se define

[xllp = ( IX(k)I”>

Mz

1
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Normas en KN

Para cada p > 1y para x = (x(1),x(2),...,x(N))eKN se define

IXMI( IMMW>

[l = max{[x(k)|: 1 <k <N}.

Mz

1

Y también definimos
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Normas en KN

Para cada p > 1y para x = (x(1),x(2),...,x(N))eKN se define

IXMI( IMMW>

[l = max{[x(k)|: 1 <k <N}.

WMZ

1

Y también definimos

Es muy facil probar que || || ¥ || |2 SON hormas.

Ejemplos de Espacios Normados



Normas en KN

Para cada p > 1y para x = (x(1),x(2),...,x(N))eKN se define

IXMI( IMMW>

[l = max{[x(k)|: 1 <k <N}.

WMZ

1

Y también definimos

Es muy facil probar que || || ¥ || |2 SON hormas.
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Por la desigualdad de Minkowski tenemos para p > 1:

1)

' RN ;
IX+ylp = <z|x(k)+y(k)|p> <<z(|x(k)|+|y(k)|>") <
k=1

k=1

N /N 5
(kz IX(k)|p> (Z ly (k)] ) =[xl +1lyllp
=1 K=1

NS
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Por la desigualdad de Minkowski tenemos para p > 1:

1

' Sy /o ;
IX+ylp = (kz |x(k)+y(k)p) <<z(|x(k)+|y(k)>"> <
=1

k=1

—

NS
h=1

N % N
(kz X(k)p> +<Zy(k)p> = lIxllp + 1yl
=1

k=1

Laigualdad ||x +Y|p = ||X]lp + ||y |lp S€ da si, y s6lo si, se da la igualdad en
(2) lo que, segun sabemos, equivale a que |x(k)| = Aly (k)| para
k=1,2,...,N, donde A >0, y también se da la igualdad en (1), esto es,
[x(k)+y (k)| = |x(k)|+]y(k)|, lo que equivale a que los nimeros x (k) e y (k)
estén en una misma semirrecta, esto es, x(k) = axy(k) parak =1,2,...,N,
donde ay > 0. Tomando médulos deducimos que ax = A, y concluimos que
X =Ay con A > 0.
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Por la desigualdad de Minkowski tenemos para p > 1:

1

' Sy /o ;
IX+ylp = (kz |x(k)+y(k)p) <<z(|x(k)+|y(k)>"> <
=1

k=1

—

NS
h=1

N % N
(kz X(k)p> +<Zy(k)p> = lIxllp + 1yl
=1

k=1

Laigualdad ||x +Y|p = ||X]lp + ||y |lp S€ da si, y s6lo si, se da la igualdad en
(2) lo que, segun sabemos, equivale a que |x(k)| = Aly (k)| para
k=1,2,...,N, donde A >0, y también se da la igualdad en (1), esto es,
[x(k)+y (k)| = |x(k)|+]y(k)|, lo que equivale a que los nimeros x (k) e y (k)
estén en una misma semirrecta, esto es, x(k) = axy(k) parak =1,2,...,N,
donde ay > 0. Tomando médulos deducimos que ax = A, y concluimos que
X =Ay con A > 0.

Laigualdad ||x +y||1 = [|x]|1 +[ly |1 equivale a que x(k) = A,y (k) con A, >0
paral <k <N.
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Por la desigualdad de Minkowski tenemos para p > 1:

1
1 N P

' 5o
IX+ylp = (kz |x(k)+y(k)p) <<z(|x(k)+|y(k)>"> <
=1

k=1

—

NS
h=1

N % N
(kz X(k)p> +<Zy(k)p> = lIxllp + 1yl
=1

k=1

Laigualdad ||x +Y|p = ||X]lp + ||y |lp S€ da si, y s6lo si, se da la igualdad en
(2) lo que, segun sabemos, equivale a que |x(k)| = Aly (k)| para
k=1,2,...,N, donde A >0, y también se da la igualdad en (1), esto es,
[x(k)+y (k)| = |x(k)|+]y(k)|, lo que equivale a que los nimeros x (k) e y (k)
estén en una misma semirrecta, esto es, x(k) = axy(k) parak =1,2,...,N,
donde ay > 0. Tomando médulos deducimos que ax = A, y concluimos que
X =Ay con A > 0.

Laigualdad ||x +y||1 = [|x]|1 +[ly |1 equivale a que x(k) = A,y (k) con A, >0
paral <k <N.

Por tanto (KN, || [|») es un espacio normado. Notaremos £y = (KN, | [|p) y
éy (K) si queremos especificar el cuerpo.

Ejemplos de Espacios Normados



De la desigualdad de Holder deducimos que
1 1
p N q N 1 1
2|X(k Iy (k)I Xlx(k >y (k) Oy ext, S o=
K=1
(2
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De la desigualdad de Holder deducimos que

é’ N % 1 1
z x(K)[ly (K)| (z x(K)| ) (z |y(k)|‘*) oy ek, S+ o =1)
K=1
2
Y, supuesto que x # 0 ey # 0, laigualdad se da si, y s6lo si hay un A > 0 tal
que [x(K)|P =Aly(k)|? paral <k <N.
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De la desigualdad de Holder deducimos que

é’ N % 1 1
z x(K)[y (k)] (z x(K)| ) (z |y(k)|‘*) oy ek, S+ o =1)
K=1
2
Y, supuesto que x # 0 ey # 0, laigualdad se da si, y s6lo si hay un A > 0 tal
que [x(K)|P =Aly(k)|? paral <k <N.

En el caso en que p = g = 2 deducimos también la desigualdad de

Cauchy-Schwarz :
/N 3
<z|x ) (zw(k)F) 3)
K=1

N

z x(k)y (k)

k=1
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De la desigualdad de Holder deducimos que

Ql-

% N N 1 1
z x(K)[y (k)] z XK)P) (S Iy (k) oy ek, S+ o =1)
K=1
2
Y, supuesto que x # 0 ey # 0, laigualdad se da si, y s6lo si hay un A > 0 tal
que [x(K)|P =Aly(k)|? paral <k <N.

En el caso en que p = g = 2 deducimos también la desigualdad de

Cauchy-Schwarz :
w :
(zx ) (zy(k)z) 3)
K=1

Si para x,y € KN convenimos en representar por xy el vector de KN cuyas
coordenadas son (xy)(k) = x(k)y(k), 1 <k < N, entonces podemos escribir
la desigualdad de Hélder en la forma

N

z x(k)y (k)

k=1

Xy ll2 < lIx[lp 1Y [l
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De la desigualdad de Holder deducimos que

Ql-

% N N 1 1
z x(K)[y (k)] z XK)P) (S Iy (k) oy ek, S+ o =1)
K=1
2
Y, supuesto que x # 0 ey # 0, laigualdad se da si, y s6lo si hay un A > 0 tal
que [x(K)|P =Aly(k)|? paral <k <N.

En el caso en que p = g = 2 deducimos también la desigualdad de

Cauchy-Schwarz :
N 3
(zx ) (zy(k)z) 3)
K=1

Si para x,y € KN convenimos en representar por xy el vector de KN cuyas
coordenadas son (xy)(k) = x(k)y(k), 1 <k < N, entonces podemos escribir
la desigualdad de Hélder en la forma

NI

N

z x(k)y (k)

k=1

Xy ll2 < lIx[lp 1Y [l

Si adoptamos el convenio de que q = cuandop =1y g =1 cuando p = o,
esta desigualdad también es cierta parap = 1, .
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De la desigualdad de Holder deducimos que

Ql-

% N N 1 1
z x(K)[y (k)] z XK)P) (S Iy (k) oy ek, S+ o =1)
K=1
2
Y, supuesto que x # 0 ey # 0, laigualdad se da si, y s6lo si hay un A > 0 tal
que [x(K)|P =Aly(k)|? paral <k <N.

En el caso en que p = g = 2 deducimos también la desigualdad de

Cauchy-Schwarz :
N 3
(zx ) (zy(k)z) 3)
K=1

Si para x,y € KN convenimos en representar por xy el vector de KN cuyas
coordenadas son (xy)(k) = x(k)y(k), 1 <k < N, entonces podemos escribir
la desigualdad de Hélder en la forma

NI

N

z x(k)y (k)

k=1

Xy ll2 < lIx[lp 1Y [l

Si adoptamos el convenio de que q = cuandop =1y g =1 cuando p = o,
esta desigualdad también es cierta parap = 1, .

Ejemplos de Espacios Normados



Todas las normas que acabamos de definir en KN son equivalentes, pues es

evidente que [|X [|e < [|X|[p Y |||z < N||X]|e, y también
N
[Ix]lp = ‘ z x(k)ex z Ix(K)lllexlp = [1]]2
=
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Todas las normas que acabamos de definir en KN son equivalentes, pues es

evidente que [|X [|e < [|X|[p Y |||z < N||X]|e, y también
N
[Ix]lp = ‘ z x(k)ex z Ix(K)lllexlp = [1]]2
=

por tanto
X[l < IX[lp < [X[2 SN[X[lo  (xeKN)
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Todas las normas que acabamos de definir en KN son equivalentes, pues es

evidente que [|X [|e < [|X|[p Y |||z < N||X]|e, y también
N
[Ix]lp = ‘ z x(k)ex z Ix(K)lllexlp = [1]]2
=

por tanto
X[l < IX[lp < [X[2 SN[X[lo  (xeKN)

En consecuencia todas ellas inducen la misma topologia en KN, que no es
otra que la topologia producto, pues es claro que las bolas para la norma

Il |l sON producto cartesiano de bolas (intervalos si K =R, y discos si
K=C)enkKk.
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Todas las normas que acabamos de definir en KN son equivalentes, pues es
evidente que [|X [|e < [|X|[p Y |||z < N||X]|e, y también

N

> x(e z x (k) llexlp = [1x]x
k=

Xl :\

por tanto
X[l < IX[lp < [X[2 SN[X[lo  (xeKN)

En consecuencia todas ellas inducen la misma topologia en KN, que no es
otra que la topologia producto, pues es claro que las bolas para la norma

Il |l sON producto cartesiano de bolas (intervalos si K =R, y discos si
K=C)enkKk.

Es muy sencillo probar que || || €s completa, por lo que todas estas normas
son completas, y ademas la convergencia de una sucesion, {x,} — X, en
cualquiera de ellas, equivale a la convergencia por coordenadas:

{Xn(k)} — x(k) paral <k <N.
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Sea Q # @ un conjunto no vacio y (E,d) un espacio métrico. Una sucesion,
{fn}, de funciones f, : Q — E, se dice que converge en un punto x €, si
{fn(x)} es una sucesion convergente en (E,d).
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Sea Q # @ un conjunto no vacio y (E,d) un espacio métrico. Una sucesion,
{fn}, de funciones f, : Q — E, se dice que converge en un punto x €, si
{fn(x)} es una sucesion convergente en (E,d).Se dice que la sucesion {f,}
es puntualmente convergente en un conjunto no vacio A C Q si para todo
x €A la sucesion {fn(x)} es convergente en (E,d).
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Sea Q # @ un conjunto no vacio y (E,d) un espacio métrico. Una sucesion,
{fn}, de funciones f, : Q — E, se dice que converge en un punto x €, si
{fn(x)} es una sucesion convergente en (E,d).Se dice que la sucesion {f,}
es puntualmente convergente en un conjunto no vacio A C Q si para todo
x €A la sucesion {fn(x)} es convergente en (E,d).El conjunto

C={xeQ:{fn(x)} es convergente g,d)}
se llama campo de convergencia puntual  de la sucesion{f,}, y la funcién

f : € — E definida por f(x) = km {f,(x)} para todo x € €, se llama funcion
limite puntual de la sucesion {fn}.
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Sea Q # @ un conjunto no vacio y (E,d) un espacio métrico. Una sucesion,
{fn}, de funciones f, : Q — E, se dice que converge en un punto x €, si
{fn(x)} es una sucesion convergente en (E,d).Se dice que la sucesion {f,}
es puntualmente convergente en un conjunto no vacio A C Q si para todo
x €A la sucesion {fn(x)} es convergente en (E,d).El conjunto

C={xeQ:{fn(x)} es convergente g,d)}

se llama campo de convergencia puntual  de la sucesion{f,}, y la funcién
f : € — E definida por f(x) = km {f,(x)} para todo x € €, se llama funcion
limite puntual de la sucesion {fn}.

Se dice que {f,} converge uniformemente en un conjunto no vacio A C C,
si para todo € > 0, existe m; €N tal que para todo neN con n > m; se verifica
que sup{d (f,(x),f(x)) :x €A} <e.
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Dado un conjunto cualquiera Q # @, representaremos por £,(2) el conjunto

de todas las funciones acotadas de Q2 en K. Dicho conjunto, con las

operaciones de suma y producto por escalares definidas puntualmente:
(X+y)t) =x(t)+y(t), (Ax)(t) = Ax(t) (X,Y €4u(Q),A €K, 1 €Q)

es un espacio vectorial sobre K.
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Dado un conjunto cualquiera Q # @, representaremos por £,(2) el conjunto
de todas las funciones acotadas de Q2 en K. Dicho conjunto, con las
operaciones de suma y producto por escalares definidas puntualmente:

YD =X +y(),  AX)(O)=Ax(1)  (X,y Elw().A €K, tERQ)
es un espacio vectorial sobre K.Definiendo:
IX]le = sup{|x(t)| : t e} (X €4w(R2))

se obtiene, como es muy facil comprobar, una norma en dicho espacio
vectorial.
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Dado un conjunto cualquiera Q # @, representaremos por £,(2) el conjunto
de todas las funciones acotadas de Q2 en K. Dicho conjunto, con las
operaciones de suma y producto por escalares definidas puntualmente:

YD =X +y(),  AX)(O)=Ax(1)  (X,y Elw().A €K, tERQ)
es un espacio vectorial sobre K.Definiendo:
IX]le = sup{|x(t)| : t e} (X €4w(R2))

se obtiene, como es muy facil comprobar, una norma en dicho espacio
vectorial.
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Proposicién. El espacio normado (¢«(£2),]| ||.) es un espacio de Banach.
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Proposicién. El espacio normado (¢«(£2),]| ||.) es un espacio de Banach.
Demostracion . Sea {x,} una sucesién de Cauchy en (€e(2), || ||e)-
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Proposicién. El espacio normado (¢«(£2),]| ||.) es un espacio de Banach.

Demostracion . Sea {x,} una sucesién de Cauchy en ({w(2),|| ||~ ).Puesto que
para todo t €2 se verifica que [Xp(t) —Xq(t)| < [[Xp — Xq|«, deducimos que para
todo t € Q2 la sucesion {x,(t)} es de Cauchy en K, por lo que converge.
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Proposicién. El espacio normado (¢«(£2),]| ||.) es un espacio de Banach.

Demostracion . Sea {x,} una sucesién de Cauchy en ({w(2),|| ||~ ).Puesto que
para todo t €2 se verifica que [Xp(t) —Xq(t)| < [[Xp — Xq|«, deducimos que para
todo t € Q2 la sucesion {x,(t)} es de Cauchy en K, por lo que converge.Podemos
definir asi una funcién x : Q — K, por x(t) = n“ﬂ]o {xn(t)} para todo
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Demostracion . Sea {x,} una sucesién de Cauchy en ({w(2),|| ||~ ).Puesto que
para todo t €2 se verifica que [Xp(t) —Xq(t)| < [[Xp — Xq|«, deducimos que para
todo t € Q2 la sucesion {x,(t)} es de Cauchy en K, por lo que converge.Podemos
definir asi una funcién x : Q — K, por x(t) = n“ﬂ]o {xn(t)} para todo

t € Q.Probaremos que x €, () y que X, — X[ — O.
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Dado € > 0, existe np e N tal que

[Xp(t) —Xq(t)| < € paratodotcQ siempre que > ng,q > ng 4)
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Demostracion . Sea {x,} una sucesién de Cauchy en ({w(2),|| ||~ ).Puesto que
para todo t €2 se verifica que [Xp(t) —Xq(t)| < [[Xp — Xq|«, deducimos que para
todo t € Q2 la sucesion {x,(t)} es de Cauchy en K, por lo que converge.Podemos
definir asi una funcion x : Q — K, por x(t) = nld<m {Xn(t)} para todo

t € Q.Probaremos que x €, () y que X, — X[ — O.

Dado € > 0, existe np e N tal que

[Xp(t) —Xq(t)| < € paratodotcQ siempre que > ng,q > ng 4)
Fijamos ahora t€Qy p > ng, y consideramos la sucesion g — [Xp(t) —Xq(t)].
Dicha sucesion es convergente con limite |x,(t) —x(t)| y sus términos, cuando

g > ng, verifican la desigualdad (4), por lo que su limite también la
verificard.
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Proposicién. El espacio normado (¢«(£2),]| ||.) es un espacio de Banach.

Demostracion . Sea {x,} una sucesién de Cauchy en ({w(2),|| ||~ ).Puesto que

para todo t €2 se verifica que [Xp(t) —Xq(t)| < [[Xp — Xq|«, deducimos que para

todo t € Q2 la sucesion {x,(t)} es de Cauchy en K, por lo que converge.Podemos
definir asi una funcién x : Q — K, por x(t) = n“ﬂ]o {xn(t)} para todo

t € Q.Probaremos que x €, () y que X, — X[ — O.
Dado € > 0, existe np e N tal que

[Xp(t) —Xq(t)| < € paratodotcQ siempre que > ng,q > ng 4)
Fijamos ahora t€Qy p > ng, y consideramos la sucesion g — [Xp(t) —Xq(t)].
Dicha sucesion es convergente con limite |x,(t) —x(t)| y sus términos, cuando
g > ng, verifican la desigualdad (4), por lo que su limite también la
verificard.Obtenemos asi que
IXp(t) —x(t)| < € paratodote siempre qug > ng
Deducimos que [|[Xp — X||e < €, POr tanto Xp —X € 4o (2) Y X =X — (Xp —X) €40 (£2).

Ademas ||xp — X||» < € para todo p > ng, luego X, —X||e — O. O

La convergencia en la norma || || es la convergencia uniforme en €2, por lo que
dicha norma suele llamarse norma uniforme .
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Representaremos por K el espacio vectorial de todas las sucesiones de
escalares, es decir, de las funciones de N en K, con las operaciones
definidas puntualmente:

x+y)(M) =x(M)+y(n),  (Ax)(nN)=Ax(n)  (neN,x,ycK¥ A eK)
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Representaremos por K el espacio vectorial de todas las sucesiones de
escalares, es decir, de las funciones de N en K, con las operaciones
definidas puntualmente:

(x+y)(n)=x(n)+y(n), Ax)(n)=Ax(n)  (neN,x,y eKY A eK)

Recuerda también que el producto de dos sucesiones x,y K" es la
sucesioén xy definida por (xy)(n) = x(n)y(n) para todo neN.
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Representaremos por K el espacio vectorial de todas las sucesiones de
escalares, es decir, de las funciones de N en K, con las operaciones
definidas puntualmente:

(x+y)(n)=x(n)+y(n), Ax)(n)=Ax(n)  (neN,x,y eKY A eK)

Recuerda también que el producto de dos sucesiones x,y K" es la
sucesioén xy definida por (xy)(n) = x(n)y(n) para todo neN.

Es importante en todo lo que sigue que trates a las sucesiones de escalares
como lo que son: aplicaciones de N en K. Por tanto, si {x,} es una
“sucesion de sucesiones”, esto es de elementos de KY, es decir, insisto, de
aplicaciones x, : N — K, la expresion “{xn } converge puntualmente” tiene
perfecto sentido, y significa que para todo k €N la sucesion de escalares
{xn(k)} es convergente, en tal caso, la sucesion x ¢ KN definida por

x(k) = nldflo {xn(k)} para todo k €N no es otra cosa que el limite puntual de

{Xn}
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Representaremos por K el espacio vectorial de todas las sucesiones de
escalares, es decir, de las funciones de N en K, con las operaciones
definidas puntualmente:

(x+y)(n)=x(n)+y(n), Ax)(n)=Ax(n)  (neN,x,y eKY A eK)

Recuerda también que el producto de dos sucesiones x,y K" es la
sucesioén xy definida por (xy)(n) = x(n)y(n) para todo neN.

Es importante en todo lo que sigue que trates a las sucesiones de escalares
como lo que son: aplicaciones de N en K. Por tanto, si {x,} es una
“sucesion de sucesiones”, esto es de elementos de KY, es decir, insisto, de
aplicaciones x, : N — K, la expresion “{xn } converge puntualmente” tiene
perfecto sentido, y significa que para todo k €N la sucesion de escalares
{xn(k)} es convergente, en tal caso, la sucesion x ¢ KN definida por
x(k) = nldg_]o {xn(k)} para todo k €N no es otra cosa que el limite puntual de
{xn}.
El espacio /.(2), en el caso particular en que Q2 =N, se representa
simplemente por /., 0 Si se quiere precisar /.(K), y es el espacio vectorial
de las sucesiones de escalares acotadas en el que se considera la norma
uniforme

[X[lo =sup{[x(n)|:neN}  (xelx)
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Representaremos por K el espacio vectorial de todas las sucesiones de
escalares, es decir, de las funciones de N en K, con las operaciones
definidas puntualmente:

(x+y)(n)=x(n)+y(n), Ax)(n)=Ax(n)  (neN,x,y eKY A eK)

Recuerda también que el producto de dos sucesiones x,y K" es la
sucesioén xy definida por (xy)(n) = x(n)y(n) para todo neN.

Es importante en todo lo que sigue que trates a las sucesiones de escalares
como lo que son: aplicaciones de N en K. Por tanto, si {x,} es una
“sucesion de sucesiones”, esto es de elementos de KY, es decir, insisto, de
aplicaciones x, : N — K, la expresion “{xn } converge puntualmente” tiene
perfecto sentido, y significa que para todo k €N la sucesion de escalares
{xn(k)} es convergente, en tal caso, la sucesion x ¢ KN definida por

x(k) = nldg_]o {xn(k)} para todo k €N no es otra cosa que el limite puntual de

{xn}.
El espacio /.(2), en el caso particular en que Q2 =N, se representa
simplemente por /., 0 Si se quiere precisar /.(K), y es el espacio vectorial
de las sucesiones de escalares acotadas en el que se considera la norma
uniforme

X[l = sup{|x(n)| : neN} (X €4w)
Como caso particular de la anterior proposicion, tenemos que /., es un
espacio de Banach.
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Fijado p > 1, representaremos ¢, el espacio de todas las sucesiones x eKN

tales que la serie z |x(k)|P es convergente:
K>1

00

lp=xeK": 5 x(K)P <o
=]
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Fijado p > 1, representaremos ¢, el espacio de todas las sucesiones x eKN

tales que la serie z |x(k)|P es convergente:
K>1

lp = {x eKN: i [x (k)P < 00}

k=1

Y se define

IXllp = (f |x(k)|”> (xetp)
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Fijado p > 1, representaremos ¢, el espacio de todas las sucesiones x eKN

tales que la serie z |x(k)|P es convergente:
K>1

lp = {x ek S (k)P < oo}
K=1
Y se define

IXllp = (f x(k)v’) (xetp)
k=1

Tomando limite en (2), deducimos que si x €{p e y € {4, entonces xy € {1 y se
verifica la siguiente desigualdad de Holder:

§|x(k ||y(k|<<z|x(k )(iw(k)w) (p>1xElpyEta 3 +5 =1)
k=1 k=1

®)
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Fijado p > 1, representaremos ¢, el espacio de todas las sucesiones x eKN

tales que la serie z |x(k)|P es convergente:
K>1

lp = {x ek S (k)P < oo}
K=1
Y se define

IXllp = (f x(k)v’) (xetp)
k=1

Tomando limite en (2), deducimos que si x €{p e y € {4, entonces xy € {1 y se
verifica la siguiente desigualdad de Holder:

1 1
o0 p 0 q 1 1
3 Iyl < ( 3 Ix(k) ) (z |y(k)|q) (p>1xel yely,S+2=1)
K=1 K=1

®)
La igualdad se da si, y s6lo si, ||x||p =00 |ly|[ =0 0 si hay un A > 0O tal que
[x(k)[P =Aly(k)|* para todo k eN.
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Para x,y €/p, y para todo N €N, como consecuencia de la desigualdad de
Minkowski, se verifica que

N ’
(kz IX(k)+Y(k)|p> < [xllp + 1y llp
=1
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Para x,y €/p, y para todo N €N, como consecuencia de la desigualdad de
Minkowski, se verifica que

N ’
(kz IX(k)+Y(k)|p> < [xllp + 1y llp
=1

por lo que deducimos que x +y €4p Y [IX +Y [lp < [X[lp + Iy [lp-
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Para x,y €/p, y para todo N €N, como consecuencia de la desigualdad de
Minkowski, se verifica que

N ’
(kz IX(k)+Y(k)|p> < [xllp + 1y llp
=1

por lo que deducimos que x +y €4p Y [IX +Y [lp < [X[lp + Iy [lp-

Es inmediato comprobar ahora que ¢, es un espacio vectorial y || ||, €s una
norma en fp.
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Para x,y €/p, y para todo N €N, como consecuencia de la desigualdad de
Minkowski, se verifica que
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Ademas, para p > 1, se da laigualdad ||x +y|p = [|||p + |y |lp Si, y s6lo si,
X =Ay con A > 0.
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Para x,y €/p, y para todo N €N, como consecuencia de la desigualdad de
Minkowski, se verifica que

N ’
(kz IX(k)+Y(k)|p> < [xllp + 1y llp
=1

por lo que deducimos que x +y €4p Y [IX +Y [lp < [X[lp + Iy [lp-

Es inmediato comprobar ahora que ¢, es un espacio vectorial y || ||, €s una
norma en fp.

Ademas, para p > 1, se da laigualdad ||x +y|p = [|||p + |y |lp Si, y s6lo si,
X =Ay con A > 0.

Incluyendo el caso evidente en que p = 1, q = o, podemos escribir la
desigualdad (5) en la forma

1 1
Ixylls <[IXllpllylla — (p>1,x€bp,yely, ptg= 1) (6)

Xyl <Ixllallylle  (x€br,y €le) )
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Six €/p, entonces para todo k N se verifica que |x (k)| < [|x|

p, Y por tanto

X< Xl < lIXllp - (x€Llp, 1<P) ®)
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Six €/p, entonces para todo k N se verifica que |x (k)| < [|x|

p, Y por tanto

X< Xl < lIXllp - (x€Llp, 1<P) ®)
Esta desigualdad tiene como consecuencia que si una sucesion {x,} — X,
en alguno de los espacios ¢, entonces se verifica que dicha sucesion

converge uniformemente, {||xn —X||«} — 0, y por tanto converge
puntualmente, es decir, {X(k)},cy — X(k) paratodo k € N.
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Six €/p, entonces para todo k N se verifica que |x (k)| < [|x|

p, Y por tanto
X(K)[ < X[l < [IX[lp (X E€4p, 1<p) (8)

Esta desigualdad tiene como consecuencia que si una sucesion {x,} — X,
en alguno de los espacios ¢, entonces se verifica que dicha sucesion
converge uniformemente, {||xn —X||«} — 0, y por tanto converge
puntualmente, es decir, {X,(k)},cy — X (k) para todo k € N.Interpretando
xn(k) como la “coordenada k-ésima” de xp, la convergencia puntual suele
llamarse convergencia por coordenadas.
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Esta desigualdad tiene como consecuencia que si una sucesion {x,} — X,
en alguno de los espacios ¢, entonces se verifica que dicha sucesion
converge uniformemente, {||xn —X||«} — 0, y por tanto converge
puntualmente, es decir, {X,(k)},cy — X (k) para todo k € N.Interpretando
xn(k) como la “coordenada k-ésima” de xp, la convergencia puntual suele
llamarse convergencia por coordenadas.Por tanto, la convergencia de una
sucesion en cualquiera de los espacios  /p, 1 < p < o, implica
convergencia por coordenadas
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Esta desigualdad tiene como consecuencia que si una sucesion {x,} — X,
en alguno de los espacios ¢, entonces se verifica que dicha sucesion
converge uniformemente, {||xn —X||«} — 0, y por tanto converge
puntualmente, es decir, {X,(k)},cy — X (k) para todo k € N.Interpretando
xn(k) como la “coordenada k-ésima” de xp, la convergencia puntual suele
llamarse convergencia por coordenadas.Por tanto, la convergencia de una
sucesion en cualquiera de los espacios  /p, 1 < p < o, implica
convergencia por coordenadas

Proposicion. El espacio ¢, donde 1 < p < « es un espacio de Banach.
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Six €/p, entonces para todo k N se verifica que |x (k)| < [|x|

p, Y por tanto
X(K)[ < X[l < [IX[lp (X E€4p, 1<p) (8)

Esta desigualdad tiene como consecuencia que si una sucesion {x,} — X,
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xn(k) como la “coordenada k-ésima” de xp, la convergencia puntual suele
llamarse convergencia por coordenadas.Por tanto, la convergencia de una
sucesion en cualquiera de los espacios  /p, 1 < p < o, implica
convergencia por coordenadas

Proposicion. El espacio ¢, donde 1 < p < « es un espacio de Banach.

Para cada n e N representaremos por ey, la sucesion cuyo n-ésimo término es
1y los demés son cero: en(n) =1y, parak #n, en(k) = 0. Nos referiremos a
los vectores e, como los vectores unidad
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Six €/p, entonces para todo k N se verifica que |x (k)| < [|x|

p, Y por tanto
X(K)[ < X[l < [IX[lp (X E€4p, 1<p) (8)

Esta desigualdad tiene como consecuencia que si una sucesion {x,} — X,
en alguno de los espacios ¢, entonces se verifica que dicha sucesion
converge uniformemente, {||xn —X||«} — 0, y por tanto converge
puntualmente, es decir, {X,(k)},cy — X (k) para todo k € N.Interpretando
xn(k) como la “coordenada k-ésima” de xp, la convergencia puntual suele
llamarse convergencia por coordenadas.Por tanto, la convergencia de una
sucesion en cualquiera de los espacios  /p, 1 < p < o, implica
convergencia por coordenadas

Proposicion. El espacio ¢, donde 1 < p < « es un espacio de Banach.

Para cada n e N representaremos por ey, la sucesion cuyo n-ésimo término es
1y los demés son cero: en(n) =1y, parak #n, en(k) = 0. Nos referiremos a
los vectores e, como los vectores unidad .El subespacio vectorial de KN
gue engendran los vectores unidad se representa por cog Y €s el espacio de
las sucesiones que solamente toman un nimero finito de valores distintos de
cero. Dichas sucesiones se llaman sucesiones casi nulas . cgg es
claramente un espacio vectorial de dimension infinita numerable.
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Otros espacios interesantes son el espacio cg de las sucesiones
convergentes a cero Yy el espacio c de las sucesiones convergentes
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Otros espacios interesantes son el espacio cg de las sucesiones
convergentes a cero Yy el espacio c de las sucesiones convergentes

Tenemos que Cop CCo CCClw Y Coo Clp CCoparal <p <.
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Otros espacios interesantes son el espacio cg de las sucesiones
convergentes a cero Yy el espacio c de las sucesiones convergentes

Tenemos que Cop CCo CCClw Y Coo Clp CCoparal <p <.

Los espacios cg y ¢, son espacios normados con la norma que heredan de
lw, Mientras que en cyp podemos considerar cualquiera de las normas || ||
para 1 < p < o, en cada caso debera indicarse cual de ellas es la que se
considera.
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Otros espacios interesantes son el espacio cg de las sucesiones
convergentes a cero Yy el espacio c de las sucesiones convergentes

Tenemos que Cop CCo CCClw Y Coo Clp CCoparal <p <.

Los espacios cg y ¢, son espacios normados con la norma que heredan de
lw, Mientras que en cyp podemos considerar cualquiera de las normas || ||
para 1 < p < o, en cada caso debera indicarse cual de ellas es la que se
considera.

Se verifica que

00

x= ) x(n)en  (x€lp, p=1, 0xe(Coll[l=)) C)
n=1
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Otros espacios interesantes son el espacio cg de las sucesiones
convergentes a cero Yy el espacio c de las sucesiones convergentes

Tenemos que Cop CCo CCClw Y Coo Clp CCoparal <p <.

Los espacios cg y ¢, son espacios normados con la norma que heredan de
lw, Mientras que en cyp podemos considerar cualquiera de las normas || ||
para 1 < p < o, en cada caso debera indicarse cual de ellas es la que se
considera.

Se verifica que

00

x= 3 x(njen  (xelp, p=1, 0xe(Co,| [|=)) 9)

n=1
Como la serie 3,1 X(n)en €s una sucesion de elementos de cyp, concluimos
que cTo” lo — £y, es decir cgp es denso en £p.
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00
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n=1
Como la serie 3,1 X(n)en €s una sucesion de elementos de cyp, concluimos
que cTo” lo — £y, es decir cgg es denso en ¢y. También deducimos que la
adherencia de cgg en 4 €s Cg, esto es, c_oo” o — Co-
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Otros espacios interesantes son el espacio cg de las sucesiones
convergentes a cero Yy el espacio c de las sucesiones convergentes

Tenemos que Cop CCo CCClw Y Coo Clp CCoparal <p <.

Los espacios cg y ¢, son espacios normados con la norma que heredan de
lw, Mientras que en cyp podemos considerar cualquiera de las normas || ||
para 1 < p < o, en cada caso debera indicarse cual de ellas es la que se
considera.

Se verifica que

00

x= 3 x(njen  (xelp, p=1, 0xe(Co,| [|=)) 9)

n=1
Como la serie 3,1 X(n)en €s una sucesion de elementos de cyp, concluimos
que cTo” lo — £y, es decir cgg es denso en ¢y. También deducimos que la
adherencia de cgg en 4 €s Cg, esto es, c_oo” o — Co-

0
La igualdad en (9) es Unica en el siguiente sentido, si x = Z Cn€en, donde la
n=1
convergencia de la serie es en £, 0 en co, y ch €K para todo n€N, entonces
se verifica que ¢, = x(n) para todo neN.
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Tenemos que Cop CCo CCClw Y Coo Clp CCoparal <p <.

Los espacios cg y ¢, son espacios normados con la norma que heredan de
lw, Mientras que en cyp podemos considerar cualquiera de las normas || ||
para 1 < p < o, en cada caso debera indicarse cual de ellas es la que se
considera.

Se verifica que

00

x= 3 x(njen  (xelp, p=1, 0xe(Co,| [|=)) 9)

n=1
Como la serie 3,1 X(n)en €s una sucesion de elementos de cyp, concluimos
que cTo” lo — £y, es decir cgg es denso en ¢y. También deducimos que la
adherencia de cgg en 4 €s Cg, esto es, c_oo” o — Co-

0
La igualdad en (9) es Unica en el siguiente sentido, si x = Z Cn€en, donde la
n=1
convergencia de la serie es en £, 0 en co, y ch €K para todo n€N, entonces
se verifica que ¢, = x(n) para todo neN.
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La convergencia de la serie en (9) es incondicional.
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La convergencia de la serie en (9) es incondicional.
Observa que dicha serie converge absolutamente si, y sélo si

Z [x(k)ex|lp = Z [x(k)| < oo, es decir, si x €¢;. Tenemos asi

ejemplos de serles en espacios de Banach que convergen
incondicionalmente pero no convergen absolutamente.
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La convergencia de la serie en (9) es incondicional.
Observa que dicha serie converge absolutamente si, y sélo si
Z [x(k)ex|lp = Z [x(k)| < oo, es decir, si x €¢;. Tenemos asi

ejemplos de serles en espacios de Banach que convergen
incondicionalmente pero no convergen absolutamente.

Para 1<p<qy paratodo x € {p se verifica que ||X||q < ||X||p, Y por
tanto /p C £q.
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La convergencia de la serie en (9) es incondicional.
Observa que dicha serie converge absolutamente si, y sélo si
Z [x(k)ex|lp = Z [x(k)| < oo, es decir, si x €¢;. Tenemos asi

ejemplos de serles en espacios de Banach que convergen
incondicionalmente pero no convergen absolutamente.

Para 1<p<qy paratodo x € {p se verifica que ||X||q < ||X||p, Y por
tanto ¢/, C /q.De hecho, se verifica que

SNl U G UbhSco

q>p 1<q<p 1<p
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La convergencia de la serie en (9) es incondicional.
Observa que dicha serie converge absolutamente si, y sélo si
Z [x(k)ex|lp = Z [x(k)| < oo, es decir, si x €¢;. Tenemos asi

ejemplos de serles en espacios de Banach que convergen
incondicionalmente pero no convergen absolutamente.

Para 1<p<qy paratodo x € {p se verifica que ||X||q < ||X||p, Y por
tanto ¢/, C /q.De hecho, se verifica que

SNl U G UbhSco

q>p 1<q<p 1<p

Observa también que si 1 < p < g < o, entonces podemos
considerar ¢, como subespacio normado de /g, y como Cgg C ¥p, S€

tiene que %“ o — £q, es decir, £, es un subespacio denso en {q.
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La convergencia de la serie en (9) es incondicional.
Observa que dicha serie converge absolutamente si, y sélo si
Z [x(k)ex|lp = Z [x(k)| < oo, es decir, si x €¢;. Tenemos asi

ejemplos de serles en espacios de Banach que convergen
incondicionalmente pero no convergen absolutamente.

Para 1<p<qy paratodo x € {p se verifica que ||X||q < ||X||p, Y por
tanto ¢/, C /q.De hecho, se verifica que

SNl U G UbhSco

q>p 1<q<p 1<p

Observa también que si 1 < p < g < o, entonces podemos
considerar ¢, como subespacio normado de /g, y como Cgg C ¥p, S€
tiene que %“ o — £q, es decir, £, es un subespacio denso en {4.Por

otra parte, es claro que %“ o Co.
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Recuerda que un espacio topolégico se dice separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.
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Recuerda que un espacio topolégico se dice separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.

Proposicion. Un espacio normado es separable si, y solo si, contiene un
subespacio denso de dimension numerable.
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Recuerda que un espacio topolégico se dice separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.

Proposicion. Un espacio normado es separable si, y solo si, contiene un
subespacio denso de dimension numerable.

Por ejemplo, el espacio (C[a,b],|| ||») es separable porque toda funcién
continua en un intervalo compacto es limite uniforme de una sucesién de
funciones polinémicas.
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Recuerda que un espacio topolégico se dice separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.

Proposicion. Un espacio normado es separable si, y solo si, contiene un
subespacio denso de dimension numerable.

Por ejemplo, el espacio (C[a,b],|| ||») es separable porque toda funcién
continua en un intervalo compacto es limite uniforme de una sucesién de
funciones polinémicas.

Se dice que una sucesion {u,} en un espacio de Banach X es una base de
Schauder cuando para todo x € X existe una Unica sucesion de escalares

{An} tal que
X = z AnUn
n=1
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Recuerda que un espacio topolégico se dice separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.

Proposicion. Un espacio normado es separable si, y solo si, contiene un
subespacio denso de dimension numerable.

Por ejemplo, el espacio (C[a,b],|| ||») es separable porque toda funcién
continua en un intervalo compacto es limite uniforme de una sucesién de
funciones polinémicas.

Se dice que una sucesion {u,} en un espacio de Banach X es una base de
Schauder cuando para todo x € X existe una Unica sucesion de escalares
{An} tal que

(oo}
X = z AnUn
n=1

Cuando esto ocurre, el subespacio vectorial engendrado por los vectores
{un : neN} es claramente denso en X, por lo que X es separable.
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Recuerda que un espacio topolégico se dice separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.

Proposicion. Un espacio normado es separable si, y solo si, contiene un
subespacio denso de dimension numerable.

Por ejemplo, el espacio (C[a,b],|| ||») es separable porque toda funcién
continua en un intervalo compacto es limite uniforme de una sucesién de
funciones polinémicas.

Se dice que una sucesion {u,} en un espacio de Banach X es una base de
Schauder cuando para todo x € X existe una Unica sucesion de escalares
{An} tal que

(oo}
X = z AnUn
n=1

Cuando esto ocurre, el subespacio vectorial engendrado por los vectores
{un : neN} es claramente denso en X, por lo que X es separable.

Hemos visto que la sucesion de los vectores unidad {en } es una base de
Schauder en £, paral <p <oy en Cp.
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Recuerda que un espacio topolégico se dice separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.

Proposicion. Un espacio normado es separable si, y solo si, contiene un
subespacio denso de dimension numerable.

Por ejemplo, el espacio (C[a,b],|| ||») es separable porque toda funcién
continua en un intervalo compacto es limite uniforme de una sucesién de
funciones polinémicas.

Se dice que una sucesion {u,} en un espacio de Banach X es una base de
Schauder cuando para todo x € X existe una Unica sucesion de escalares
{An} tal que

(oo}
X = z AnUn
n=1
Cuando esto ocurre, el subespacio vectorial engendrado por los vectores
{un : neN} es claramente denso en X, por lo que X es separable.

Hemos visto que la sucesion de los vectores unidad {en } es una base de
Schauder en £, para 1 < p <« y en ¢y.No puede ser una base de Schauder
en /., porque dicho espacio no es separable.
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Recuerda que un espacio topolégico se dice separable si contiene un
subconjunto numerable y denso.

Proposicion. Un espacio normado es separable si, y solo si, contiene un
subespacio denso de dimension numerable.

Por ejemplo, el espacio (C[a,b],|| ||~) es separable porque toda funcién
continua en un intervalo compacto es limite uniforme de una sucesién de
funciones polinémicas.

Se dice que una sucesion {u,} en un espacio de Banach X es una base de
Schauder cuando para todo x € X existe una Unica sucesién de escalares
{An} tal que

(oo}
X = z AnUn
n=1
Cuando esto ocurre, el subespacio vectorial engendrado por los vectores
{un : neN} es claramente denso en X, por lo que X es separable.

Hemos visto que la sucesion de los vectores unidad {en } es una base de
Schauder en £, para 1 < p <« y en ¢y.No puede ser una base de Schauder
en /., porque dicho espacio no es separable.

Proposicion. /() es separable si, y sélo si, Q es un conjunto finito.
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Supongamos ahora que  es un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto. En tal caso, representaremos por Cy,(2) el subespacio de /()
formado por las funciones continuas y acotadas de Q2 en K.
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Supongamos ahora que  es un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto. En tal caso, representaremos por Cy,(2) el subespacio de /()
formado por las funciones continuas y acotadas de Q2 en K.

Representaremos por Cy(2) el conjunto de las funciones continuasf : Q — K
tales que para todo € > 0 el conjunto

{teQ: [f(t) > €}

es compacto.
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Supongamos ahora que  es un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto. En tal caso, representaremos por Cy,(2) el subespacio de /()
formado por las funciones continuas y acotadas de Q2 en K.

Representaremos por Cy(2) el conjunto de las funciones continuasf : Q — K
tales que para todo € > 0 el conjunto

{teQ: [f(t) > €}

es compacto.Tales funciones se dice que se anulan en infinito
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Supongamos ahora que  es un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto. En tal caso, representaremos por Cy,(2) el subespacio de /()
formado por las funciones continuas y acotadas de Q2 en K.

Representaremos por Cy(2) el conjunto de las funciones continuasf : Q — K
tales que para todo € > 0 el conjunto

{teQ: [f(t) > €}

es compacto.Tales funciones se dice que se anulan en infinito

Representaremos por Cgo(2) el conjunto de las funciones continuas
f : Q — K tales que el conjunto

sop(f) = {teQ:f(t) #0}

llamado soporte de la funcién f, es compacto.
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Supongamos ahora que  es un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto. En tal caso, representaremos por Cy,(2) el subespacio de /()
formado por las funciones continuas y acotadas de Q2 en K.

Representaremos por Cy(2) el conjunto de las funciones continuasf : Q — K
tales que para todo € > 0 el conjunto

{teQ: [f(t) > €}

es compacto.Tales funciones se dice que se anulan en infinito

Representaremos por Cgo(2) el conjunto de las funciones continuas
f : Q — K tales que el conjunto

sop(f) = {teQ:f(t) #0}

llamado soporte de la funcién f, es compacto.Dichas funciones se llaman,
claro estd, funciones continuas de soporte compacto

Ejemplos de Espacios Normados



Supongamos ahora que  es un espacio topolégico de Hausdorff localmente
compacto. En tal caso, representaremos por Cy,(2) el subespacio de /()
formado por las funciones continuas y acotadas de Q2 en K.

Representaremos por Cy(2) el conjunto de las funciones continuasf : Q — K
tales que para todo € > 0 el conjunto

{teQ: [f(t) > €}

es compacto.Tales funciones se dice que se anulan en infinito

Representaremos por Cgo(2) el conjunto de las funciones continuas
f : Q — K tales que el conjunto

sop(f) = {teQ:f(t) #0}

llamado soporte de la funcién f, es compacto.Dichas funciones se llaman,
claro estd, funciones continuas de soporte compacto

La razén de suponer que Q2 es un espacio topoldgico de Hausdorff
localmente compacto, es porque dicha hip6tesis garantiza la abundancia de
funciones continuas de Q2 en K. Ello es debido al siguiente resultado, que no
vamos a demostrar.
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Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente compa ctos.
Sea Q un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto, y sea

K c U c Q2 donde K es compacto y U es abierto. Entonces existe f € Cpo(2)
tal que

sop(f) C U, o<f(t)<1 vteQ y  f(t)=1 vteK (10)
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Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente compa ctos.
Sea Q un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto, y sea

K c U c Q2 donde K es compacto y U es abierto. Entonces existe f € Cpo(2)
tal que

sop(f) C U, o<f(t)<1 vteQ y  f(t)=1 vteK (10)

Algunos resultados basicos referentes a los espacios de funciones que
acabamos de introducir son los siguientes.
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Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente compa ctos.
Sea Q un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto, y sea

K c U c Q2 donde K es compacto y U es abierto. Entonces existe f € Cpo(2)
tal que

sop(f) C U, o<f(t)<1 vteQ y  f(t)=1 vteK (10)

Algunos resultados basicos referentes a los espacios de funciones que
acabamos de introducir son los siguientes.

Proposicion.
@ El espacio C,(Q2) es cerrado en /() y, por tanto, es un espacio de
Banach con la norma uniforme.
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Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente compa ctos.
Sea Q un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto, y sea

K c U c Q2 donde K es compacto y U es abierto. Entonces existe f € Cpo(2)
tal que

sop(f) C U, o<f(t)<1 vteQ y  f(t)=1 vteK (10)

Algunos resultados basicos referentes a los espacios de funciones que
acabamos de introducir son los siguientes.
Proposicion.
@ El espacio C,(Q2) es cerrado en /() y, por tanto, es un espacio de
Banach con la norma uniforme.

@ Se verifica que Cgo(2) C Co(£2) y ambos son subespacios de Cy ().
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Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente compa ctos.
Sea Q un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto, y sea

K c U c Q2 donde K es compacto y U es abierto. Entonces existe f € Cpo(2)
tal que

sop(f) C U, o<f(t)<1 vteQ y  f(t)=1 vteK (10)

Algunos resultados basicos referentes a los espacios de funciones que
acabamos de introducir son los siguientes.
Proposicion.
@ El espacio C,(Q2) es cerrado en /() y, por tanto, es un espacio de
Banach con la norma uniforme.
@ Se verifica que Cgo(2) C Co(£2) y ambos son subespacios de Cy ().

@ La adherencia de Cpp(2) es Cy(2). Por tanto Cy(£2) es un espacio de
Banach con la norma uniforme.
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Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente compa ctos.
Sea Q un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto, y sea

K c U c Q2 donde K es compacto y U es abierto. Entonces existe f € Cpo(2)
tal que

sop(f) C U, o<f(t)<1 vteQ y  f(t)=1 vteK (10)

Algunos resultados basicos referentes a los espacios de funciones que
acabamos de introducir son los siguientes.
Proposicion.
@ El espacio C,(Q2) es cerrado en /() y, por tanto, es un espacio de
Banach con la norma uniforme.
@ Se verifica que Cgo(2) C Co(£2) y ambos son subespacios de Cy ().

@ La adherencia de Cpp(2) es Cy(2). Por tanto Cy(£2) es un espacio de
Banach con la norma uniforme.

Ejemplos de Espacios Normados



Lema de Urysohn para espacios de Hausdorff localmente compa ctos.
Sea Q un espacio topolégico de Hausdorff localmente compacto, y sea

K c U c Q2 donde K es compacto y U es abierto. Entonces existe f € Cpo(2)
tal que

sop(f) C U, o<f(t)<1 vteQ y  f(t)=1 vteK (10)

Algunos resultados basicos referentes a los espacios de funciones que
acabamos de introducir son los siguientes.
Proposicion.

@ El espacio C,(Q2) es cerrado en /() y, por tanto, es un espacio de
Banach con la norma uniforme.

@ Se verifica que Cgo(2) C Co(£2) y ambos son subespacios de Cy ().

@ La adherencia de Cpp(2) es Cy(2). Por tanto Cy(£2) es un espacio de
Banach con la norma uniforme.

Naturalmente, si © es un espacio de Hausdorff compacto se tiene que
Coo(€2) = Co(€2) = Cp(2) =C(Q)
es el espacio de las funciones continuas de Q en K.
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Dado un conjunto de medida positiva (puede ser infinita), Q ¢ RN,
representaremos por £(2) el espacio de las funciones medibles Lebesgue
de Q en K.
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Dado un conjunto de medida positiva (puede ser infinita), Q ¢ RN,
representaremos por £(2) el espacio de las funciones medibles Lebesgue
de Q en K.Las funciones nulas casi por doquier en 2 constituyen un
subespacio vectorial de £(2) que representaremos por N.
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Dado un conjunto de medida positiva (puede ser infinita), Q ¢ RN,
representaremos por £(2) el espacio de las funciones medibles Lebesgue
de Q en K.Las funciones nulas casi por doquier en 2 constituyen un
subespacio vectorial de £(2) que representaremos por N.Representaremos
por L(£2) el espacio vectorial cociente £(€2)/N.
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Dado un conjunto de medida positiva (puede ser infinita), Q ¢ RN,
representaremos por £(2) el espacio de las funciones medibles Lebesgue
de Q en K.Las funciones nulas casi por doquier en 2 constituyen un
subespacio vectorial de £(2) que representaremos por N.Representaremos
por L(£2) el espacio vectorial cociente £(€2)/N.En consecuencia, los
elementos de L(€2) no son funciones sino clases de funciones bajo la
relacion de equivalencia de “ser iguales casi por doquier”, no obstante, como
todo el mundo hace, trataremos los elementos de este espacio como
funciones de L(£2) sin olvidar, claro esta, que debemos tratar como la misma
funcién a funciones que son iguales casi por doquier.
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Dado un conjunto de medida positiva (puede ser infinita), Q ¢ RN,
representaremos por £(2) el espacio de las funciones medibles Lebesgue
de Q en K.Las funciones nulas casi por doquier en 2 constituyen un
subespacio vectorial de £(2) que representaremos por N.Representaremos
por L(£2) el espacio vectorial cociente £(€2)/N.En consecuencia, los
elementos de L(€2) no son funciones sino clases de funciones bajo la
relacion de equivalencia de “ser iguales casi por doquier”, no obstante, como
todo el mundo hace, trataremos los elementos de este espacio como
funciones de L(£2) sin olvidar, claro esta, que debemos tratar como la misma
funcién a funciones que son iguales casi por doquier.

Para cada p > 1 definimos

Lo(Q) = {f eL(Q): [Ifx)[Px < oo}
Q
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Dado un conjunto de medida positiva (puede ser infinita), Q ¢ RN,
representaremos por £(2) el espacio de las funciones medibles Lebesgue
de Q en K.Las funciones nulas casi por doquier en 2 constituyen un
subespacio vectorial de £(2) que representaremos por N.Representaremos
por L(£2) el espacio vectorial cociente £(€2)/N.En consecuencia, los
elementos de L(€2) no son funciones sino clases de funciones bajo la
relacion de equivalencia de “ser iguales casi por doquier”, no obstante, como
todo el mundo hace, trataremos los elementos de este espacio como
funciones de L(£2) sin olvidar, claro esta, que debemos tratar como la misma
funcién a funciones que son iguales casi por doquier.

Para cada p > 1 definimos
Lo(Q) = {f eL(Q): [Ifx)[Px < oo}
Q

Puesto que
If(x) +9 ()P < (IF(x)[+]g(x )P <2P max {|f (x)[", |9 (x)|P } <2P (I ()P +]g(x)[?)

tenemos que Ly (£2) es un espacio vectorial.
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Para f €Lp(€2) definimos

Ifllp = (ﬂf(x)v’dx)

Q
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Para f €Lp(€2) definimos

Ifllp = (ﬂf(x)v’dx)
Q

Desigualdad de Holder. Seanp >1,felp(Q)ygelq(Q)con ¢+ =1,
entonces fg €L1(Q2), y se verifica la desigualdad integral de Holder:

1

f|f x)|dx < <j|f(x |de> <j|g |de> (11)
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Para f €Lp(€2) definimos

Ifllp = (ﬂf(x)v’dx)
Q

Desigualdad de Holder. Seanp >1,felp(Q)ygelq(Q)con ¢+ =1,
entonces fg €L1(Q2), y se verifica la desigualdad integral de Holder:

f|f x)|dx < <j|f(x |de> <j|g |de> (11)

Es decir ||fg|l1 < |[flp]|9]lq-

al-
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Para f €Lp(€2) definimos

Ifllp = (ﬂf(x)v’dx)
Q

Desigualdad de Holder. Seanp >1,felp(Q)ygelq(Q)con ¢+ =1,
entonces fg €L1(Q2), y se verifica la desigualdad integral de Holder:

f|f x)|dx < (jf(x de) <j|g |qu>1 (11)

Es decir [[fg|l < [If[pll9llq-
Supuesto que f y g no son nulas casi por doquier, la igualdad se da si y so6lo
& TP _ g
P q
[Ifllp lgllq

casi para todo x €Q.
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Desigualdad de Minkowski. Parap >1yf,gely(2) se verifica que

(ﬁf(t +g(t) |pdt> (ﬁf |pdt> (ﬁg(t)wdt)p (12)
Q
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Desigualdad de Minkowski. Parap >1yf,gely(2) se verifica que

(ﬁf(t +g(t) |pdt> (ﬁf |pdt> (ﬁg(t)wdt)p (12)
Q

Es decir [|f +gllp < [[fllp +l9]]p-
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Desigualdad de Minkowski. Parap >1yf,gely(2) se verifica que

(ﬁf(t +g(t) |pdt> (ﬁf |pdt> (ﬁg(t)wdt)p (12)
Q

Es decir ||f +gllp < [If|lp + [|9]p-Supuesto que f y g no son nulas casi por
doquier, la igualdad se da si, y sélo si, f =Ag con A > 0.
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Desigualdad de Minkowski. Parap >1yf,gely(2) se verifica que

(ﬁf(t +g(t) |pdt> (ﬁf |pdt> (ﬁg(t)wdt)p (12)
Q

Es decir ||f +gllp < [If|lp + [|9]p-Supuesto que f y g no son nulas casi por
doquier, la igualdad se da si, y sélo si, f =Ag con A > 0.

De la desigualdad de Minkowski deducimos que || ||, es una norma en
Lp(92).
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Desigualdad de Minkowski. Parap >1yf,gely(2) se verifica que

(ﬁf(t +g(t) |pdt> (ﬁf |pdt> (ﬁg(t)wdt)p (12)
Q

Es decir ||f +gllp < [If|lp + [|9]p-Supuesto que f y g no son nulas casi por
doquier, la igualdad se da si, y sélo si, f =Ag con A > 0.

De la desigualdad de Minkowski deducimos que || ||, es una norma en
Lp(€2).El siguiente resultado fundamental se supone conocido.

Ejemplos de Espacios Normados



Desigualdad de Minkowski. Parap >1yf,gely(2) se verifica que

(jf(t +g(t) |pdt> (ﬁf pdt) (ﬁg(t)r’dt)p (12)
Q

Es decir ||f +gllp < [If|lp + [|9]p-Supuesto que f y g no son nulas casi por
doquier, la igualdad se da si, y sélo si, f =Ag con A > 0.

De la desigualdad de Minkowski deducimos que || ||, es una norma en
Lp(€2).El siguiente resultado fundamental se supone conocido.

Teorema de Riesz-Fisher. El espacio normado (Lp(€2),]| ||p) €s un espacio
de Banach.

Ejemplos de Espacios Normados



Desigualdad de Minkowski. Parap >1yf,gely(2) se verifica que

(jf(t +g(t) |pdt> (ﬁf pdt) (ﬁg(t)r’dt)p (12)
Q

Es decir ||f +gllp < [If|lp + [|9]p-Supuesto que f y g no son nulas casi por
doquier, la igualdad se da si, y sélo si, f =Ag con A > 0.

De la desigualdad de Minkowski deducimos que || ||, es una norma en
Lp(€2).El siguiente resultado fundamental se supone conocido.

Teorema de Riesz-Fisher. El espacio normado (Lp(€2),]| ||p) €s un espacio
de Banach.

En la demostracién de este teorema se prueba también un resultado que se
utiliza con frecuencia.

Ejemplos de Espacios Normados



Desigualdad de Minkowski. Parap >1yf,gely(2) se verifica que

(jf(t +g(t) |pdt> (ﬁf pdt) (ﬁg(t)r’dt)p (12)
Q

Es decir ||f +gllp < [If|lp + [|9]p-Supuesto que f y g no son nulas casi por
doquier, la igualdad se da si, y sélo si, f =Ag con A > 0.

De la desigualdad de Minkowski deducimos que || ||, es una norma en
Lp(€2).El siguiente resultado fundamental se supone conocido.

Teorema de Riesz-Fisher. El espacio normado (Lp(€2),]| ||p) €s un espacio
de Banach.

En la demostracién de este teorema se prueba también un resultado que se
utiliza con frecuencia.

Proposicion. Si {fn} —f en Lp(£2) entonces hay una sucesion parcial {f5(n)}
gue converge puntualmente a f casi por doquier en €.
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Consideramos a continuacion el caso en que p = co.

Ejemplos de Espacios Normados



Consideramos a continuacion el caso en que p = «».Como ahora trabajamos
con clases de equivalencia de funciones iguales casi por doquier, tenemos
que adaptar el concepto de funcién acotada a esta situacion.
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en , es decir, existe algin M > 0 tal que |f(x)| < M para casi todo x €.
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x €Q por lo que ess-suff) < ||f||«.El siguiente resultado prueba que el infimo
gue aparece en (13) es, de hecho, un minimo.
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Observa que si f €/, (£2), entonces se verifica que |f(x)| < |/f||» para todo
x €Q por lo que ess-suff) < ||f||«.El siguiente resultado prueba que el infimo
gue aparece en (13) es, de hecho, un minimo.

Proposicion. Sea f una funcion esencialmente acotada en 2. Entonces se
verifica que |f(x)| < ess-sup(f) para casi todo x € Q.

Resulta evidente que si f es una funcién esencialmente acotada en €,
cualquier otra funcién que sea igual a f casi por doquier en Q también esta
esencialmente acotada en €2, y sus supremos esenciales coinciden.
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Representaremos L., (2) el espacio de las funciones (clases de equivalencia)
esencialmente acotadas en , y definimos

[[flllee = ess—sup(f)  (felw(92))
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Representaremos L., (2) el espacio de las funciones (clases de equivalencia)
esencialmente acotadas en , y definimos

[[flllee = ess—sup(f)  (felw(92))

Observa que en esta definicion el simbolo [f] a la izquierda debe entenderse
como una clase de funciones de la cual f es un representante.
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Representaremos L., (2) el espacio de las funciones (clases de equivalencia)
esencialmente acotadas en , y definimos

If1lle = €SS—Sup(f) (f eLw(2))
Observa que en esta definicion el simbolo [f] a la izquierda debe entenderse

como una clase de funciones de la cual f es un representante. Se
comprueba facilmente que ||[-]||» €s una norma en L(<2).
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Recuerda que una funcion escalonada es una combinacion lineal de
funciones caracteristicas de intervalos acotados.
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Proposicion. El espacio normado (L«(2), || ||«) s un espacio de Banach.

Recuerda que una funcion escalonada es una combinacion lineal de
funciones caracteristicas de intervalos acotados.

Teorema. Sea Q abierto en RN y 1 < p < ». Entonces se verifica que el
espacio de las funciones escalonadas cuyo soporte esta contenido en 2 es
denso en Ly (2).
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Representaremos L., (2) el espacio de las funciones (clases de equivalencia)
esencialmente acotadas en , y definimos

[[flllee = ess—sup(f)  (felw(92))

Observa que en esta definicion el simbolo [f] a la izquierda debe entenderse
como una clase de funciones de la cual f es un representante. Se
comprueba facilmente que ||[]||» €S una norma en L«(2).

Proposicion. El espacio normado (L«(2), || ||«) s un espacio de Banach.

Recuerda que una funcion escalonada es una combinacion lineal de
funciones caracteristicas de intervalos acotados.

Teorema. Sea Q abierto en RN y 1 < p < ». Entonces se verifica que el
espacio de las funciones escalonadas cuyo soporte esta contenido en 2 es
denso en Ly (2).

Considerando funciones escalonadas de intervalos con extremos racionales,
obtenemos, como consecuencia facil de este teorema, que paral <p < « el
espacio de Banach L, () es separable .

Ejemplos de Espacios Normados



Notaremos por C3,(£2) el espacio de las funciones continuas de soporte
compacto en Q que tienen derivadas parciales continuas de todo orden.
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Teorema. Sea Q abierto en RN y 1 < p < ». Entonces se verifica que el
espacio C () es denso en Ly (€2). En particular, Coo(£2) es denso en Lp(£2).

Las relaciones de inclusion que hay entre los espacios Lp[0,1] son opuestas
a las que hay entre los espacios de sucesiones /p.
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toda f €L4[0,1]. Ademas, sil <p < g <, Lq[0,1] es denso en Ly[0,1].
@ Parap > 1 se verificaque [ J Lq[0,1] < Lp[0,1].
p<q<e
@ Parap > 1 se verifica que Lp[0,1] S [ Lg[0,1].
1<g<p

Las relaciones que acabamos de obtener para los espacios de Lebesgue
Lp[0,1], permanece validas con pequefios ajustes para espacios Lp[a, b],
donde a,b <R con a < b, e incluso para espacios de Lebesgue L, (€2) donde

Q es un abierto en RN de medida finita. Pero no son validas cuando Q es de
medida infinita.
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Notaremos por C3,(£2) el espacio de las funciones continuas de soporte
compacto en Q que tienen derivadas parciales continuas de todo orden.

Teorema. Sea Q abierto en RN y 1 < p < ». Entonces se verifica que el
espacio C () es denso en Ly (€2). En particular, Coo(£2) es denso en Lp(£2).

Las relaciones de inclusion que hay entre los espacios Lp[0,1] son opuestas
a las que hay entre los espacios de sucesiones /p.

Proposicion.

@ Paral<p<q< = se verifica que Lq[0,1] C Lp[0,1], y |[f|lp < |Ifllq para

toda f €L4[0,1]. Ademas, sil <p < g <, Lq[0,1] es denso en Ly[0,1].
@ Parap > 1 se verificaque [ J Lq[0,1] < Lp[0,1].
p<q<e
@ Parap > 1 se verifica que Lp[0,1] S [ Lg[0,1].
1<g<p

Las relaciones que acabamos de obtener para los espacios de Lebesgue
Lp[0,1], permanece validas con pequefios ajustes para espacios Lp[a, b],
donde a,b <R con a < b, e incluso para espacios de Lebesgue L, (€2) donde
Q es un abierto en RN de medida finita. Pero no son validas cuando Q es de
medida infinita.

Proposicion. L«(2) no es separable.
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Teorema del punto fijo de Banach.
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Teorema del punto fijo de Banach. Sean (X,d) un espacio métrico
completoy T : X — X una aplicacién contractiva, es decir, existe un namero
pcon0<p<ltalque

d(Tx,Ty) < pd(x,y)  (x,yeX)

Ejemplos de Espacios Normados



Teorema del punto fijo de Banach. Sean (X,d) un espacio métrico
completoy T : X — X una aplicacién contractiva, es decir, existe un namero
pcon0<p<ltalque

d(Tx,Ty) < pd(x,y)  (x,yeX)

Entonces se verifica que:
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completoy T : X — X una aplicacién contractiva, es decir, existe un namero
pcon0<p<ltalque

d(Tx,Ty) < pd(x,y)  (x,yeX)

Entonces se verifica que:

© La ecuacion Tx = x tiene una Gnica solucién u e X (dicha solucion se
llama un punto fijo de T).
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n=0,1,2... converge al Gnico punto fijode T.
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d(un1,u) < pd(un,u)
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La siguiente es una bonita aplicacion del teorema.
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La siguiente es una bonita aplicacién del teorema.Una ecuacion del tipo

(p(s):}\jsK(s,t)qo(t)dH—f(s) a<s<b

a
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La siguiente es una bonita aplicacién del teorema.Una ecuacion del tipo

S
9(s) =2 [K(s,@(t)dt +f(s) a<s<b
a
donde se supone que K : [a,b] x [a,b] = Ky f : [a,b] — K son funciones
continuas conocidas, A €K, A #0, y en la que la incégnita es la funcion ¢, se
llama una ecuacién integral de Volterra de segunda clase.
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La siguiente es una bonita aplicacién del teorema.Una ecuacion del tipo

S
9(s) =2 [K(s,@(t)dt +f(s) a<s<b
a
donde se supone que K : [a,b] x [a,b] = Ky f : [a,b] — K son funciones
continuas conocidas, A €K, A #0, y en la que la incégnita es la funcion ¢, se
llama una ecuacién integral de Volterra de segunda clase.

Proposicion. Dadas funciones K € C([a,b] x [a,b]) y f e C[a,b], se verifica
que paratodo A # 0, la ecuacion integral de Volterra

(p(s):)\jsK(s,t)(p(t)dt—&—f(s) a<s<b

a

tiene una solucién Unica < Cla,b].
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